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Наличие перемежаемости характерно для мно�
гих нелинейных систем и наблюдается, в частно�
сти, при переходе от периодических колебаний к
хаотическим [1], а также вблизи границы возник�
новения различных режимов хаотической син�
хронизации связанных осцилляторов [2–5].

Существует определенная классификация пе�
ремежающегося поведения, в частности выделя�
ют перемежаемость типа I–III [1, 6], on�off�пере�
межаемость [7], перемежаемость игольного ушка
[8], перемежаемость кольца [9]. Несмотря на не�
которое сходство (наличие во временно$м ряду
двух различных режимов, чередующихся друг с
другом), каждый тип перемежаемости обладает
своими собственными особенностями и характе�
ристиками (прежде всего, это зависимость сред�
ней длительности ламинарных фаз от управляю�
щего параметра и распределение длительностей
ламинарных фаз). Механизмы, приводящие к
возникновению перемежающегося поведения
каждого типа, также различны.

Кроме перечисленных выше типов перемежа�
емости возможно существование более сложного
поведения системы, в котором она одновременно
демонстрирует два различных типа перемежаемо�
сти. Данный тип поведения был назван “перемежа�
емость перeмежаемостей” [10]. Изучению именно
этого типа поведения и посвящена данная статья.
Это тип перемежающегося поведения может су�
ществовать как в системе однонаправленно свя�
занных хаотических осцилляторов, так и в осцил�
ляторе, находящемся под внешним воздействием,
в состоянии, предшествующем режиму синхрони�
зации. При этом исследуемую систему можно рас�
сматривать на различных временны$х масштабах,
вводимых с помощью непрерывного вейвлетного
преобразования [11, 12], в том числе и на времен�
ны$х масштабах, отличных от основного. Как пока�
зали результаты исследований, проведенных ра�

нее [10], для системы однонаправленно связан�
ных осцилляторов (рассмотрение проводилось на
примере систем Ресслера) в определенном диапа�
зоне значений временны$х масштабов действи�
тельно сосуществуют два различных типа переме�
жаемости, а именно перемежаемость кольца и пе�
ремежаемость игольного ушка. 

Необходимо отметить, что “перемежаемость
перемежаемостей” – слабо изученный тип пове�
дения, в связи с чем изучение этого типа поведе�
ния представляет большой интерес с фундамен�
тальной точки зрения, так как эти исследования
позволят более глубоко понять и осмыслить меха�
низмы и природу таких фундаментальных явле�
ний, как перемежаемость и хаотическая синхро�
низация.

Можно предположить, что “перемежаемость
перемежаемостей” может существовать также в
неавтономном периодическом осцилляторе под
внешним воздействием в присутствии шума. В
настоящей статье приведены результаты числен�
ного моделирования для данной системы, кото�
рые были сопоставлены с теоретическими зави�
симостями, получено хорошее соответствие. Дан�
ные исследования позволяют более детально
понять механизмы приводящие к возникнове�
нию “перемежаемости перемежаемостей”. 

Рассмотрим неавтономный генератор Ван�
дер�Поля, на который оказывается некоторое
случайное воздействие Dξ(t), где ξ(t) – дельта�кор�
релированный белый шум [〈ξ(t)〉 = 0, 〈ξ(t)ξ(τ)〉 =
= δ(t – τ)]. Уравнение, описывающее динамику
такой системы, имеет следующий вид:

(1)

где A – амплитуда внешнего гармонического воз�
действия, ωe – его частота. Значения управляющих
параметров были выбраны следующими: λ = 0.1,

( )2 sin( ) ( ),ex x x x A t D t− λ − + = ω + ξ�� �

ИССЛЕДОВАНИЕ НА РАЗЛИЧНЫХ ВРЕМЕННЫХ МАСШТАБАХ 
ПОВЕДЕНИЯ НЕАВТОНОМНОГО ОСЦИЛЛЯТОРА ВАН�ДЕР�ПОЛЯ 
В ПРИСУТСТВИИ ШУМА ВБЛИЗИ ГРАНИЦЫ СИНХРОНИЗАЦИИ

© 2012 г.   М. О. Журавлев, А. А. Короновский, О. И. Москаленко, А. Е. Храмов
ФГБОУ ВПО “Саратовский государственный университет имени Н.Г. Чернышевского” 

E'mail: zhuravlevmo@gmail.com

Приведены результаты изучения перемежающегося поведения неавтономного осциллятора, нахо�
дящегося вблизи границы синхронизации, на различных временны$х масштабах наблюдения. Пока�
зано, что ниже границы синхронизации при определенных значениях параметра связи и на опреде�
ленных временны$х масштабах проявления перемежаемости типа I с шумом и перемежаемости
кольца будут наблюдаться одновременно. 

УДК 517.9



1504

ИЗВЕСТИЯ РАН. СЕРИЯ ФИЗИЧЕСКАЯ  том 76  № 12  2012

ЖУРАВЛЕВ и др.

ωe = 0.98. При таком наборе параметров и нуле�
вом уровне шума (D = 0) динамика неавтономно�
го генератора Ван�дер�Поля становится синхрон�
ной, когда A = Ac = 0.0238, что соответствует седло�
узловой бифуркации на плоскости комплексных
амплитуд [13]. Отметим, что исследования прово�
дились для значений амплитуды A > Ac и D = 1,
при которых система деомнстрирует перeмежае�
мость типа I с шумом в закритической области
значений параметров.

Рассмотрение поведения неавтономного ос�
циллятора под внешним воздействием на различ�
ных временны$х масштабах [11, 12] основано на
введении непрерывного множества фаз исследуе�
мых сигналов с помощью непрерывного вейвлет�
ного преобразования

(2)

с материнским вейвлетом Морле

(3)

где Ω0 = 2π.

Вейвлетная поверхность

(4)

характеризует поведение системы на каждом вре�
менно$м масштабе s в любой момент времени t0.
Величина |W(s, t0)| характеризует наличие и ин�
тенсивность соответствующего временно$го мас�
штaба s в момент времени t0. Кроме того, в рас�
смотрение вводят мгновенное значение

(5)

и интегральное

(6)

распределение энергии по временны$м масштабам.
При использовании вейвлетного преобразова�

ния (2) для каждого временно$го масштаба s мож�
но естественным образом определить непрерыв�
ную фазу через выражение ϕ(s, t) = argW(s, t). Го�
воря иначе, можнo охарактеризовать поведение
каждого временно$го масштаба s с помощью ассо�
циированной с ним фазы ϕ(s, t), являющейся не�
прерывной функцией временно$го масштаба s и
врeмени t. Введенное в рассмотрение таким обра�
зом семейство фаз наиболее полнo характеризует
поведение неавтономного осциллятора под внеш�
ним воздействием: можно описать поведение
каждого временно$го масштаба с помощью ассо�
циированной с ним фазы ϕ(s, t).

W s t0,( ) 1

s
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t t0–
s

���������⎝ ⎠
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∞–

∞
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π4
������ jΩ0η( )exp η2–

2
�������⎝ ⎠
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jϕs t0( )

=

E s t0,( ) W s t0,( ) 2=

E s( )〈 〉 W s t0,( ) 2 t0d∫=

Рассмотрим временну$ю реализацию x(t) систе�
мы (1) и внешнее воздействие Asin(ωet). Если для
этой системы можно найти интервал временн$ых
масштабов sl ≤ s ≤ sh, для которого выполняются
условие захвата фаз

(7)

и условие ненулевой энергии (доля энергии вей�
влетного спектра, приходящаяся на данный ин�
тервал временны$х масштабов, оказывается от�
личной от нуля)

(8)

то такой режим называется синхронизацией вре�
менны$х масштабов.

Для выбранных значений управляющих пара�
метров синхронный режим устанавливается при
значении параметра амплитуды внешнего гармо�
нического воздействия As ≈ 0.028, при этом син�
хронный режим наблюдается на временны$х мас�
штабах, лежащих в диапазоне s ∈ [sl; sh], sl = 3.98,
sh = 8.62. Отметим, что исследования проводи�
лись в области значений амплитуды внешнего
воздействия A < As, т.е. в системе можно диагно�
стировать пермежаемость типа I с шумом. Вре�
менны$е масштабы s, на которых проводилось
рассмотрение, были выбраны асинхронными, в
результате чего в системе можно было наблюдать
перемежаемость типа кольца.

Сопоставим количественные характеристики,
полученные численно для исследуемой системы,
с теоритеческими зависимостями, отвечающими
“перемежаемости перемежаемостей”, такие как
зависимость средней длительности ламинарного
поведения от параметра надкритичности и рас�
пределение длительностей ламинарных участков
поведения при фиксированном значении управ�
ляющих параметров. В ходе исследований данно�
го типа поведения в качестве критических пара�
метров выступали амплитуда внешнего гармони�
ческого воздействия A и временно$й масштаб s.

Распределения длительности ламинарных
фаз, полученные численно для неавтономного ге�
нератора Ван�дер�Поля под внешним воздей�
ствием, находящегося в режиме сосуществования
перемежаемости типа I с шумом (в закритической
области) и перемежаемости кольца, приведены
на рис. 1 для трех различных наборов значений
амплитуды внешнего воздействия A и временно$го
масштаба s, на котором осуществлялось наблюде�
ние. Поскольку механизмы, приводящие к пере�
межаемости кольца и перемежаемости типа I с
шумом, различаются, соответственно можно раз�
делить проскоки фазы, относящиеся к одному и
другому типам перемежающегося поведения, по�

( )( )x At tϕ − ϕ < const

Esnhr E t( )〈 〉 s 0,>d

Sl

Sh

∫=
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сле чего можно оценить значение Ti и Tr (Ti – зна�
чение средней длительности участка ламинарно�
го поведения для перемежаемости типа I с шу�
мом, Tr – значение средней длительности участка
ламинарного поведения для перемежаемости
кольца), входящиx в теоретическое соотношение
для распределения длительности ламинарных
фаз при перемежаемости перемежаемостей, по�
лученное ранее [10]: 

(9)

Из рис. 1 можно видеть, что полученные числен�
ные распределения длительности ламинарных
фаз очень хорошо согласуются с теоретической
кривой (9), что позволяет говорить о наличии в
системе “перемежаемости перемежаемостей”.

Еще одна характеристика перемежающегося
поведения – зависимость средней длительности
ламинарного поведения 〈τ〉 от параметра надкри�
тичности. На рис. 2 представлено сравнение чис�
ленных результатов с теоритической кривой, ко�
торая также известна для “перемежаемости пере�
межаемостей” [9] и выражается следующей
формулой:

(10)
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Из рис. 2 видно, что численные результаты хоро�
шо соотносятся с теоритическими кривыми (10)
как для случая, когда в качестве параметра над�
критичности выступает временно$й масштаб s
(рис. 2а), так и для случая, когда параметром над�
критичности является (As – A) (рис. 2б).

Из результатов, приведенных в данной статье,
видно, что для периодического осциллятора, на�
ходящегося под внешним переодическим воздей�
ствием, возможно существование перемежающе�
гося поведения, состоящего из двух различных
типов перемежаемостей, т.е. в системе реализует�
ся “перемежаемость перемежаемостей”. Также
показано, что “перемежаемость перемежаемо�
стей”, которая реализуется в неавтономной пери�
одической системе с шумом, подчиняется тем же
самым теоритическим законам, что и хаотиче�
ские осцилляторы [10]. Можно ожидать, что дан�
ный тип поведения характерен для широкого кру�
га нелинейных систем, демонстрирующих режим
синхронизации временны$х масштабов.

Работа выполнена при поддержке РФФИ
(проект № 12�02�00221), Фонда некоммерческих
программ “Династия”, ФЦП “Научные и научно�
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Рис. 1. Распределение длительностей ламинарных
фаз для режима сосуществования перемежаемости
типа I с шумом и перемежаемости кольца для неавто�
номного генератора Ван�дер�Поля под внешним воз�
действием и аналитические зависимости (9), соответ�
ствующие этим распределениям (сплошные линии).
Кривая 1 – A = 0.02308, s = 3.50, Ti = 56.0, Tr = 148.1;
кривая 2 – A = 0.02497, s = 3.57, Ti = 120.0, Tr = 6002.9;
кривая 3 – A = 0.02496, s = 3.8, Ti = 118.5, Tr = 2838. 1000
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Рис. 2. Зависимость средней длительности ламинар�
ных участков поведения от параметра надкритично�
сти, точками показаны численные результаты, лини�
ей – аппроксимирующая кривая (10): а) в качестве
параметра надкритичности выступает (sc – s), при
этом амплитуда внешнего воздействия была равна
0.0230; б) в качестве параметра надкритичности вы�
ступает амплитуда внешнего воздействия А, при этом
временно$й масштаб был выбран следующий: 3.97.
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педагогические кадры инновационной России”
на 2009–2013 годы.
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