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ВВЕДЕНИЕ

Изучение синхронизации хаотических колеба�
ний нелинейных динамических систем, способ�
ных демонстрировать сложное поведение, уже
давно находится в центре пристального внима�
ния исследователей. Хаотическая синхронизация
имеет важное фундаментальное и практическое
значение (например, в биологических [1, 2], фи�
зиологических [3, 4], химических [5] задачах, при
скрытой передаче информации с помощью хаоти�
ческих сигналов [6, 7], при управлении системами
сверхвысокочастотной электроники [8] и т.п.).
Известно достаточно большое число различных
типов хаотического синхронного поведения: пол�
ная синхронизация [9–15], синхронизация с за�
паздыванием (лаг�синхронизация) [16, 17], обоб�
щенная синхронизация [18, 19], фазовая синхро�
низация [20, 21] и др. В настоящее время учеными
различных стран мира проводится их всесторон�
нее исследование, и если можно сказать, что каж�
дый тип синхронного поведения по отдельности
исследован достаточно полно, то проблема взаи�
мосвязи различных типов синхронного поведения
друг с другом находится лишь в самом начале сво�
его развития. Так, например, известные работы
[16, 20, 22–28] направлены на выявление взаимо�
связи различных типов хаотической синхрониза�
ции в системах с единым типом связи. В работах
[22–26] предложен новый подход к описанию син�
хронного поведения хаотических осцилляторов –
синхронизация временных масштабов, который
естественным образом обобщает различные типы
синхронного поведения, перечисленные выше.
Использование этого подхода позволяет рассмат�
ривать все вышеназванные типы синхронного
поведения хаотических осцилляторов с единых
позиций.

Как правило, хаотическая синхронизация ис�
следуется либо в системах с однонаправленным
типом связи (когда ведущий осциллятор воздей�

ствует на ведомый), либо с взаимным (когда оба
осциллятора в равной степени воздействуют друг
на друга). Очевидно, что поведение систем (в
частности, границы установления синхронных
режимов) отличаются для различных способов
связи хаотических систем. Можно ожидать, на�
пример, что при взаимной связи между хаотиче�
скими осцилляторами синхронный режим будет
устанавливаться при меньших значениях парамет�
ра связи, чем в случае однаправлено связанных
систем. Тем не менее вопрос о взаимосвязи раз�
личных типов синхронного поведения друг с дру�
гом в системах с различным типом связи в настоя�
щее время остается открытым. Поэтому целью
данной работы является определение закономер�
ностей поведения границ различных типов хаоти�
ческой синхронизации при переходе от однона�
правлено связанных систем к системам с взаим�
ной связью.

В данной работе мы рассмотрим четыре основ�
ных типа синхронного поведения: полная синхро�
низация, обобщенная синхронизация, фазовая
синхронизация и синхронизация с запаздывани�
ем. Возникновение практически всех этих типов
хаотической синхронизации возможно как в си�
стемах с однонаправленным, так и взаимным ти�
пом связи. Представляется интересным вопрос о
переходе от одного типа связи к другому. Отдель�
ного рассмотрения требует режим обобщенной
хаотической синхронизации во взаимно связан�
ных системах. Следует отметить, что в системах с
таким типом связи этот режим практически не
изучен. Более того, понятие обобщенной синхро�
низации для взаимно связанных систем требует
расширения существующей концепции этого ти�
па синхронного поведения в однонаправлено свя�
занных системах. Поэтому наряду с изучением
взаимосвязи различных типов хаотической син�
хронизации в системах с различным типом связи в
данной работе мы остановимся на разработке

ВЛИЯНИЕ СТЕПЕНИ ВЗАИМНОСТИ СВЯЗИ НА УСТАНОВЛЕНИЕ 
РАЗЛИЧНЫХ ТИПОВ ХАОТИЧЕСКОЙ СИНХРОНИЗАЦИИ

© 2011 г.   А. А. Короновский, О. И. Москаленко, С. А. Шурыгина
Поступила в редакцию 12.01.2011 г.

Исследовано влияние степени взаимности связи на установление режимов полной синхронизации,
синхронизации с запаздыванием, фазовой и обобщенной синхронизации. Показано, что в общем
случае пороги возникновения синхронных режимов снижаются при увеличении степени взаимно�
сти связи между осцилляторами. Установлено также, что для режима обобщенной синхронизации в
области относительно больших значений расстройки частот порог возникновения синхронного ре�
жима слабо зависит от коэффициента взаимности связи.

УДК 517.9

ДИНАМИЧЕСКИЙ ХАОС
В РАДИОФИЗИКЕ И ЭЛЕКТРОНИКЕ



РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА  том 56  № 12  2011

ВЛИЯНИЕ СТЕПЕНИ ВЗАИМНОСТИ СВЯЗИ 1491

концепции обобщенной синхронизации, спра�
ведливой как для однонаправлено связанных си�
стем, так и для систем с взаимным типом связи.

1. ТИПЫ ХАОТИЧЕСКОЙ 
СИНХРОНИЗАЦИИ

Прежде всего дадим краткое описание извест�
ных типов хаотической синхронизации и методов
их диагностики. Наиболее простым является ре�
жим полной хаотической синхронизации [13, 14],
который означает точное совпадение векторов со�
стояния взаимодействующих систем  и,
следовательно, возможен лишь в случае их иден�
тичности по управляющим параметрам. Если
управляющие параметры слегка различаются,
возможно возникновение режима синхронизации
с запаздыванием [16, 17], когда взаимодействую�
щие системы демонстрируют идентичные колеба�
ния, сдвинутые на некоторый временной интервал
τ, т.е.  Очевидно, что с увеличением
силы связи между осцилляторами, временной
сдвиг τ стремится к 0, а синхронный режим стре�
мится к полной хаотической синхронизации. Для
диагностики этих типов синхронного поведения
используют функцию подобия [16]: 

(1)

Если взаимодействующие системы находятся в
режиме синхронизации с запаздыванием, мини�
мум функции подобия обращается в 0, т.е. σ =
= min

τ
S(τ) = 0, где τ – временной сдвиг между век�

торами состояний взаимодействующих систем.
Очевидно, условие σ = 0 при τ = 0 является крите�
рием возникновения режима полной синхрони�
зации. Однако наиболее простым способом диа�
гностики режима полной хаотической синхрони�
зации является непосредственное сравнение
векторов состояний взаимодействующих систем

 и  или расчет ошибки синхронизации [27]: 

(2)

Обобщенная синхронизация традиционно
вводится в рассмотрение для системы двух одно�
направлено связанных хаотических осциллято�
ров, ведущего  и ведомого , и означает, что
после завершения переходного процесса устанав�
ливается некоторая функциональная зависимость
между их состояниями [18], т.е.

(3)
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весьма нетривиальной [28]. При этом следует от�
метить, что в качестве взаимодействующих осцил�
ляторов могут выступать две разные динамиче�
ские системы, в том числе и с различной размер�
ностью фазового пространства.

В литературе предложено несколько методов
для диагностирования режима обобщенной син�
хронизации между хаотическими осцилляторами,
такие как метод ближайших соседей [18, 29], ме�
тод расчета условных ляпуновских экспонент [14,
30] и метод вспомогательной системы [31].

Согласно методу ближайших соседей, наличие
функциональной зависимости  между состоя�
ниями ведущей и ведомой систем заключается в
том, что два близких состояния в фазовом про�
странстве ведомого осциллятора соответствуют
двум близким состояниям в пространстве веду�
щей системы [18]. Количественной характеристи�
кой степени близости состояний систем является
среднее расстояние между двумя состояниями ве�

домой системы,  и , нормированное на сред�
нее расстояние  между случайно выбранными
состояниями ведущей системы [32]: 

(4)

где N – число производимых итераций. В режиме
обобщенной синхронизации , в отсутствие
функционального соотношения между состояни�
ями ведущей и ведомой систем d ≈ 1.

Следует отметить, что метод ближайших сосе�
дей для диагностики режима обобщенной синхро�
низации не позволяет точно установить порог воз�
никновения синхронного режима, с его помощью
можно найти диапазон значений управляющего
параметра, которому принадлежит точка, разгра�
ничивающая синхронный и асинхронный режи�
мы. В то же время метод ближайших соседей не
требует знания уравнений, описывающих эволю�
цию системы, а поэтому он находит применение
при обработке экспериментальных данных [33].
Еще одним применением метода ближайших со�
седей является уточнение и верификация резуль�
татов, полученных с помощью других методов.

Для диагностики режима обобщенной синхро�
низации путем численного моделирования наи�
более эффективным является метод вспомога�
тельной системы [31]. Cуть метода вспомогатель�
ной системы сводится к следующему: наряду с
ведомой системой  рассматривается идентич�
ная ей вспомогательная система . Начальные
условия для вспомогательной системы  выби�
раются отличными от начального состояния ведо�
мой системы , однако лежащими в бассейне
притяжения того же аттрактора (на практике это
означает небольшую расстройку начальных усло�
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вий, которая реализуется автоматически из�за на�
личия флуктуаций). В случае отсутствия режима
обобщенной синхронизации между взаимодей�
ствующими системами вектора состояния ведо�
мой  и вспомогательной  систем принад�
лежат одному и тому же хаотическому аттрактору,
но являются различными. Если имеет место режим
обобщенной синхронизации, то после завершения
переходного процесса состояния ведомой и вспо�
могательной систем должны стать идентичными

 в силу выполнения соотношений
 и, соответственно, .

Таким образом, эквивалентность состояний ведо�
мой и вспомогательной систем после переходного
процесса является критерием наличия обобщен�
ной синхронизации между ведущим и ведомым
осцилляторами.

Анализ режима обобщенной синхронизации
может быть проведен также с помощью вычисле�
ния условных ляпуновских экспонент [14, 30]. Ес�
ли размерности фазовых пространств ведущей и
ведомой систем соответственно равны Nd and Nr,
то поведение однонаправлено связанных хаотиче�
ских осцилляторов может быть охарактеризовано
с помощью спектра ляпуновских показателей

. Поскольку поведение веду�
щей системы не зависит от состояния ведомого
осциллятора, спектр ляпуновских показателей
может быть разделен на две части: ляпуновские

показатели ведущей системы  и

условные ляпуновские показатели .
Критерием существования обобщенной синхро�
низации в однонаправлено связанных динамиче�
ских системах [14, 28] является отрицательность

старшего условного ляпуновского показателя .
Следует также отметить, что для однонаправлено
связанных хаотических осцилляторов режимы
полной синхронизации и синхронизации с запаз�
дыванием также являются частными случаями ре�
жима обобщенной синхронизации [28].

В основе концепции хаотической фазовой син�
хронизации лежит понятие мгновенной фазы ϕ(t)
хаотического сигнала [34–37]. Фазовая синхрони�
зация означает, что происходит захват фаз хаоти�
ческих сигналов, в то время как амплитуды этих
сигналов остаются несвязанными друг с другом и
выглядят хаотическими [34, 35]. В настоящее вре�
мя известно несколько способов введения фазы,
дающих одинаково корректные результаты для
систем с достаточно хорошей топологией аттрак�
тора (систем с фазово�когерентным аттрактором).
Наиболее распространенным из них является вве�
дение фазы ϕ(t) как угла в полярной системе коор�
динат на плоскости (x, y) [16, 38]
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но при этом все траектории на плоскости (x, y)
должны вращаться вокруг начала координат.
Иногда возможно провести преобразования ко�
ординат, чтобы получить подходящую для введе�
ния фазы проекцию (как, например, для системы
Лоренца) [20, 38]. В ряде случаев переход на плос�
кость скоростей  позволяет избавиться от фа�
зовой некогерентности аттрактора и ввести фазу
как угол в полярных координатах на плоскости

, т.е.  [39].

Фазовая синхронизация возникает в том слу�
чае, если разность мгновенных фаз хаотических
сигналов  является ограниченной во времени 

(6)

2. ВЛИЯНИЕ СТЕПЕНИ ВЗАИМНОСТИ 
СВЯЗИ НА УСТАНОВЛЕНИЕ РЕЖИМОВ 

ХАОТИЧЕСКОЙ СИНХРОНИЗАЦИИ: 
АНАЛИТИЧЕСКИЕ ОЦЕНКИ

Исследуем, какое влияние оказывает тип связи
между связанными системами на установление
режимов полной синхронизации, синхронизации
с запаздыванием, обобщенной и фазовой синхро�
низаций.

Рассмотрим поведение двух диссипативно свя�
занных идентичных хаотических осцилляторов: 

(7)

где  – вектор состояния i�го элемента, F – опера�
тор эволюции систем, H = δi, j – матрица, характе�
ризующая связь между элементами, σ – скаляр�
ный параметр, характеризующий силу связи, δi, j =
= 0 или 1, δi, j = 0, ( ), α – коэффициент взаим�
ности связи, характеризующий степень влияния
второй системы на первую (или симметрию связи
между системами). Понятно, что при α = 0 тип
связи в системе (7) является однонаправленным, а
α = 1, наоборот, характеризует взаимную симмет�
ричную связь между взаимодействующими систе�
мами.

Ввиду идентичности значений управляющих
параметров взаимодействующих систем, в систе�
ме (7) возможно установление режима полной ха�
отической синхронизации. Найти пороговое зна�
чение установления режима полной хаотической
синхронизации можно аналитически, воспользо�
вавшись методом определения устойчивости син�
хронного состояния сети, основанным на рас�
смотрении главного ляпуновского показателя [40,
41]. Согласно этому методу для определения по�
рога возникновения полной хаотической синхро�
низации (и области устойчивости этого режима) в
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произвольной сети, состоящей из N связанных
идентичных осцилляторов 

(8)

(здесь L – оператор, задающий взаимную связь
элементов, Gij – элементы матрицы связи G), до�
статочно рассчитать зависимость старшего показа�
теля Ляпунова Λ от параметра ν = σλi (λi, i = 2, …,
N – собственные числа матрицы связи G) для си�
стемы 

(9)

где  – переменная, характеризующая эволюцию
во времени автономного осциллятора 

(10)

Области, где Λ(ν) < 0, соответствуют областям
устойчивости синхронного состояния сети. При
этом момент перехода ν1 старшего ляпуновского
показателя через нуль Λ(ν1) = 0 может быть рас�
смотрен как порог установления режима полной
хаотической синхронизации в сети связанных не�
линейных элементов [43].

Очевидно, что при i = 2 система (8) переходит в
систему (7), т.е. две связанные системы (7) пред�
ставляют собой простейший случай сети – сети из
двух элементов. В этом случае матрица связи меж�
ду элементами сети запишется в виде 

(11)

а ее собственные числа   По�
рог возникновения полной синхронизации в дан�
ном случае целиком определяется величиной па�
раметра , т.е. степенью влияния второй системы
на первую (степенью взаимности связи). Порог
возникновения полной синхронизации 

(12)

Из соотношения (12) следует, что пороги уста�
новления полной синхронизации в системах с од�
нонаправленным σ1(α = 0) и взаимным σ2(α = 1)
типами связи находятся в соотношении 

(13)

Следует отметить, что соотношения (12) и (13)
должны выполняться для любых динамических
систем, демонстрирующих хаотическую динами�
ку, выступающих в качестве элементов сети раз�
мерности 2. В то же время такое соотношение
останется справедливым только для режима пол�
ной хаотической синхронизации, реализация ко�
торого возможна в системах с идентичными пара�
метрами. Понятно, что введение расстройки
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управляющих параметров систем приведет к нару�
шению соотношений (12)–(13) и реализации дру�
гих типов синхронного поведения в системе (7).
Найти соотношения пороговых значений уста�
новления синхронных режимов аналитически в
таких случаях представляется затруднительным.
Между тем численное моделирование позволяет
провести соответствующие оценки для различных
типов синхронного поведения в связанных систе�
мах как с идентичными, так и расстроенными па�
раметрами. В разделе 3 проведены такие оценки
для различных типов хаотической синхронизации
на примере связанных систем Ресслера.

3. ВЛИЯНИЕ СТЕПЕНИ ВЗАИМНОСТИ 
СВЯЗИ НА УСТАНОВЛЕНИЕ РЕЖИМОВ 

ХАОТИЧЕСКОЙ СИНХРОНИЗАЦИИ: 
ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

Уравнения, описывающие динамику исследуе�
мой системы связанных осцилляторов Ресслера,
записываются в виде 

(14)

где  – декартовы координаты первой
и второй систем соответственно, точки означают
производные по времени, σ – параметр связи, α –
коэффициент взаимности связи. Значения
остальных управляющих параметров системы (14)
по аналогии с известными работами [44, 45] выбе�
рем следующими: a = 0.15, p = 0.2, c = 10.0. Пара�
метр ω2 (характеризующий собственную частоту
колебаний второй системы) зафиксируем равным
ω2 = 0.95, а аналогичный параметр первой систе�
мы будем менять в диапазоне [0.89, 1.01], чтобы
задать расстройку между осцилляторами.

Исследуем вопрос о том, как ведут себя грани�
цы возникновения режимов полной синхрониза�
ции, синхронизации с запаздыванием, обобщен�
ной и фазовой синхронизации при изменении па�
раметра 

А. ПОЛНАЯ СИНХРОНИЗАЦИЯ

Сначала рассмотрим соотношение аналитиче�
ских оценок и численно полученных результатов
для режима полной хаотической синхронизации.
В этом случае система уравнений (14) может быть
записана в виде (8), где 

=  

 i = 1, 2, ωi = 0.95, а матрица G коэффи�
циентов связи между элементами сети будет опре�
деляться соотношением (11). На рис. 1 приведена
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зависимость главного ляпуновского показателя
для такой сети от параметра ν. Значение ν1 = 0.2,
соответствующее моменту перехода главного ля�
пуновского показателя через нуль, отмечено
стрелкой. 

На основании проведенных расчетов можно
сделать вывод, что зависимость порога возникно�
вения режима полной хаотической синхрониза�
ции в системе двух связанных осцилляторов Рес�
слера (14) определяется соотношением (12), где
ν1 = 0.2. Рассмотрим, как соотносятся получен�
ные таким образом аналитические оценки с ре�
зультатами прямых численных вычислений. На
рис. 2 приведена зависимость порога возникнове�
ния полной хаотической синхронизации от пара�
метра α, полученная путем непосредственного
сравнения векторов состояния взаимодействую�
щих систем (см. раздел 1). Здесь же приведена тео�
ретическая зависимость (12). Видно хорошее со�

ответствие аналитически и численно полученных
результатов. Таким образом, при увеличении ко�
эффициента α порог возникновения полной син�
хронизации уменьшается по закону (12). При этом
достаточно отчетливо видно, что режим полной
синхронизации в однонаправлено связанных
идентичных системах Ресслера (14) возникает при
величине силы связи σ1 = 0.2, в то время как в ана�
логичных системах Ресслера, связанных взаимно,
он реализуется при σ2 = 0.1, т.е. пороги возникно�
вения полной синхронизации в однонаправлено и
взаимно связанных системах Ресслера соотносят�
ся как 2 : 1, в полном соответствии с результатами
теоретических предсказаний.

Б. СИНХРОНИЗАЦИЯ С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

Теперь исследуем вопрос о том, как влияет
расстройка управляющих параметров на уста�
новление синхронного режима в связанных си�
стемах. Известно, что в этом случае возможно
установление синхронизации с запаздыванием,
когда взаимодействующие системы демонстри�
руют идентичные колебания, сдвинутые на неко�
торый временной интервал. Как отмечалось ра�
нее, аналитический расчет границы синхрониза�
ции с запаздыванием (так же как и других типов
синхронного поведения, которые будут рассмот�
рены далее) представляется затруднительным.
Однако она может быть легко найдена численно
путем расчета функции подобия (1).

Рассмотрим, как ведут себя границы режима
синхронизации с запаздыванием при изменении
параметра α. На рис. 3а представлены такие гра�
ницы на плоскости параметров (ω1, σ) при раз�
личных  Кривые 1 (α = 0) и 6 (α = 1) по�
казывают границы синхронизации с запаздыва�
нием для однонаправлено и взаимно связанных
осцилляторов Ресслера соответственно. Осталь�
ные кривые находятся между ними, причем чем
больше α, тем ниже лежит кривая, тем быстрее ре�

[ ]0;1 .α∈
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Рис. 1. Зависимость главного ляпуновского показателя от параметра ν для сети из систем Ресслера. Границы ν1, 2
устойчивости синхронного состояния сети показаны стрелками.
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Рис. 2. Зависимость порога возникновения полной
синхронизации от коэффициента взаимности связи α
в системе (14) (ω1, 2 = 0.95). Точки – численное моде�
лирование, сплошная линия – расчет по формуле (12).
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ализуется режим синхронизации с запаздывани�
ем. В то же время четкого закона зависимости
σ(α) наблюдать не удается. На рис. 3б приведены
зависимости σ(α) для случая относительно боль�
шой и относительно слабой расстройки собствен�
ных частот.

Также для однонаправлено и взаимно связан�
ных осцилляторов приведены зависимости, ил�
люстрирующие величину временного сдвига меж�
ду состояниями взаимодействующих систем в мо�
мент установления режима синхронизации с
запаздыванием для различных значений парамет�
ра ω1 (рис. 4). Нетрудно заметить, что если управ�
ляющие параметры взаимодействующих систем
идентичны, то временной сдвиг между состояни�
ями взаимодействующих систем и в случае одно�
направленной, и в случае взаимной связи равен
нулю, а режим синхронизации с запаздыванием
совпадает с режимом полной синхронизации.

По мере увеличения расстройки между систе�
мами растет величина временного сдвига между
состояниями систем. Когда временной сдвиг ока�
зывается сравнительно малым (что соответствует
случаю относительно слабой расстройки управля�
ющих параметров, ), соотношение
(13) оказывается по�прежнему справедливым, хо�
тя и приближенно. При дальнейшем увеличении
частотной расстройки временной сдвиг практиче�
ски выходит на уровень насыщения (см. рис. 4 при
ω1 < 0.93 и ω1 > 0.97), а соотношение (13) перестает
выполняться вовсе (см. рис. 3a). 

Следует обратить внимание на тот факт, что
выход значения временного сдвига на уровень на�
сыщения в системах с однонаправленным типом
связи происходит несколько раньше, чем в анало�
гичных системах, связанных взаимно. Более того,
временной сдвиг между состояниями взаимодей�
ствующих систем в случае взаимной связи между
ними оказывается несколько больше, чем в систе�
мах с однонаправленной связью. Это обусловлено
существенными отличиями в пороговых значени�
ях параметра связи, соответствующих установле�
нию синхронного режима. Так как временной
сдвиг между состояниями взаимодействующих
систем в режиме синхронизации с запаздыванием
зависит от параметра связи по закону τ ~ σ–1 [23],
а увеличение расстройки между системами приво�
дит к резкому росту порогового значения парамет�
ра связи, такое поведение зависимостей, приведен�
ных на рис. 4, оказывается достаточно типичным
для хаотических систем, связанных однонаправле�
но или взаимно.

В. ОБОБЩЕННАЯ СИНХРОНИЗАЦИЯ

Теперь перейдем к анализу обобщенной син�
хронизации [18] в системе (14). Как упоминалось
выше, для однонаправлено связанных систем ре�
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Рис. 3. Границы синхронизации с запаздыванием двух
связанных систем Ресслера (14) на плоскости пара�
метров (ω1, σ) при увеличении параметра α от 0 (кри�
вая 1) до 1 (кривая 6) с шагом 0.2 (а); зависимость по�
рога синхронизации с запаздыванием от параметра α
для случаев относительно большой (ω1 = 0.99, кривая
1) и относительно слабой (ω1 = 0.93, кривая 2) рас�
стройки собственных частот. 
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нонаправлено (1) и взаимно связанных (2) систем
Ресслера в момент установления синхронизации с
запаздыванием при различных значениях пара�
метра ω1.
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жимы полной синхронизации и синхронизации с
запаздыванием представляют собой частные слу�
чаи обобщенной синхронизации и являются ее
более сильными формами (см. также [28]), т.е. ко�
гда в системе реализуется режим полной синхро�
низации или синхронизации с запаздыванием,
обязательно должна наблюдаться обобщенная
синхронизация. Аналогичная ситуация должна
иметь место в системах с взаимным типом связи,
как с симметричным, так и несимметричным, но
здесь есть целый ряд серьезных вопросов, требую�
щих дальнейшего изучения. Напомним, что само
понятие обобщенной синхронизации для систем с
взаимным типом связи введено не было. Поэтому
по аналогии со случаем однонаправлено связан�
ных систем будем понимать под обобщенной син�
хронизацией в двух системах с взаимной связью
такой режим, при котором устанавливается уни�
кальное функциональное соотношение между их
состояниями. В этом случае функциональное со�
отношение (3) перепишется в виде 

(15)

Следует отметить, что соотношение (3) может
быть рассмотрено как частный случай (15), следо�
вательно, основные свойства обобщенной син�
хронизации однонаправлено и взаимно связан�
ных систем должны сохраняться.

Как упоминалось ранее, для диагностики обоб�
щенной синхронизации в системах с однонаправ�
ленным типом связи наряду с методом вспомога�
тельной системы и методом ближайших соседей
используется метод расчета ляпуновских экспо�
нент, который может быть применен для анализа
обобщенной синхронизации в системах с взаим�
ным типом связи. Действительно, при увеличении
параметра связи между системами одна из поло�
жительных ляпуновских экспонент переходит в
область отрицательных значений ( рис. 5). Граница
перехода второго ляпуновского показателя в об�
ласть отрицательных значений в системе взаимно

[ ]1 2( ), ( ) 0.x t x t =F
� �

связанных осцилляторов Ресслера на плоскости
параметров (ω1, σ) показана на рис. 6 (кривая 2).
Видно, что указанная граница не совпадает с гра�
ницей синхронизации с запаздыванием, приве�
денной на рисунке (кривая 1). Более того, она
проходит ниже границы синхронизации с запаз�
дыванием и практически не зависит от величины
частотной расстройки между взаимодействующи�
ми системами. Тот факт, что переход одной из по�
ложительных ляпуновских экспонент во взаимно
связанных системах в область отрицательных зна�
чений никак не связан с возникновением синхро�
низации с запаздыванием, а по аналогии со случа�
ем однонаправленно связанных систем соответ�
ствует границе установления режима обобщенной
синхронизации в системах с взаимным типом свя�
зи, был подтвержден в работе [46] при помощи ме�
тода ближайших соседей.

На рис. 7а приведены границы обобщенной
синхронизации на плоскости параметров (ω1, σ)
при различных значениях параметра . Из
рисунка видно, что границы установления син�
хронного режима в случае однонаправленной и
взаимной связи между системами (кривая 1 и кри�
вая 6 соответственно) сильно отличаются друг от
друга. В области относительно больших значений
расстройки собственных частот пороги обобщен�
ной синхронизации в том и другом случае оказы�
ваются близки друг к другу. В области относитель�
но слабых значений частотной расстройки (ω1 ≤
≤ 0.91, ω1 ≥ 0.99) эти значения достаточно сильно
отличаются, и если для идентичных систем ввиду
близости режима обобщенной синхронизации к
полной синхронизации соотношение (13) при�
мерно выполняется, то по мере увеличения рас�
стройки между системами наблюдается постепен�
ный переход от одного соотношения к другому.
Такое поведение границы обобщенной синхрони�
зации в однонаправленно связанных системах на
плоскости параметров (ω1, σ) подробно объясне�

[ ]0;1α ∈

0

–0.1

–0.2

–0.3

–0.4
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0 0.200.05 0.10 0.15
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Рис. 5. Зависимость четырех старших ляпуновских экспонент от параметра связи σ для системы взаимосвязанных ос�
цилляторов Ресслера, ω1 = 0.99. Момент перехода одной из положительных ляпуновских экспонент в область отрица�
тельных значений σLE показан стрелкой.
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но в работах [45, 47]. Существенные отличия в ко�
личественных значениях порога возникновения
синхронного режима в области относительно
больших и относительно слабых значений рас�
стройки собственных частот обусловлены отличи�
ями в поведении основных спектральных компо�
нент фурье�спектров взаимодействующих систем
(см. подробно [47, 48]). В системах с взаимным ти�
пом связи спектральные компоненты ведут себя
качественно одинаково при изменении параметра
ω1, что не приводит к существенным отличиям в
количественных значениях порога возникнове�
ния обобщенной синхронизации в этом случае.

Одной из наиболее важных задач, связанных с
изучением обобщенной синхронизации, является
вопрос о том, каким образом осуществляется пе�
реход от кривой 1 к кривой 6 (см. рис. 7) и при ка�
ком значении  влияние частотной расстройки
между системами станет существенным. Из
рис. 7а видно, что независимо от величины взаим�
ности связи  в области относительно больших
значений расстройки собственных частот, крити�
ческие значения параметра связи оказываются
близки друг другу. В области относительно слабых
значений расстройки собственных частот при

 порог возникновения синхронного ре�
жима значительно превосходит аналогичное зна�
чение параметра связи в области относительно
больших значений частотной расстройки. При

 наблюдается слабая зависимость поро�
га обобщенной синхронизации от параметра ча�
стотной расстройки.

На рис. 7б по аналогии с рис. 3б показана зави�
симость порога обобщенной синхронизации от

α

α

[ ]0 0 6; .α ∈

[0.8;1]α ∈

параметра α для случаев относительно большой и
относительно слабой частотной расстройки. Вид�
но, что в области слабых значений расстройки ча�
стот порог обобщенной синхронизации почти ли�
нейно уменьшается с ростом параметра α, в то
время как в области больших значений частотной
расстройки имеет место слабая зависимость σ(α),
не подчиняющаяся линейной зависимости.

Г. ФАЗОВАЯ СИНХРОНИЗАЦИЯ

В данном разделе проанализируем влияние
степени симметричности связи на установление
режима фазовой синхронизации в системе связан�
ных осцилляторов Ресслера (14). При выбранных
значениях управляющих параметров аттракторы
этих систем в отсутствие связи являются фазово�
когерентными. Это позволяет в соответствии с со�
отношением (5) ввести в рассмотрение фазы
данных систем как углы в полярной системе коор�
динат на плоскостях (x1, 2, y1, 2). 

На рис. 8 приведены границы возникновения
фазовой синхронизации на плоскости параметров
(ω1, σ) и зависимости пороговых значений фазо�
вой синхронизации для случаев относительно
большой и относительно слабой расстройки соб�
ственных частот. Видно, что при увеличении пара�
метра  порог фазовой синхронизации уменьша�
ется, зависимость σ(α) близка к линейной (в обла�
сти как относительно больших, так и относите�
льно слабых значений расстройки собственных
частот).

Из рис. 8 видно, что по мере увеличения рас�
стройки параметров, порог возникновения фазо�
вой синхронизации в системах с однонаправлен�

α

0.20

0.15
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0.05

0
0.88 1.000.90 0.92 0.94 0.96 0.98
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Рис. 6. Границы режима синхронизации с запаздыванием (кривая 1) и момента перехода одной из положительных ля�
пуновских экспонент системы в область отрицательных значений (кривая 2) в системе двух взаимно связанных осцил�
ляторов Ресслера.
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ным типом связи начинает резко расти, в то время
как для взаимно связанных систем рост границы
фазовой синхронизации происходит значительно
медленнее. Такое поведение фазовой синхрониза�
ции в системах с однонаправленной связью мож�
но объяснить следующим образом. Известно [49,
50], что при ωd < 0.9 и ωd > 0.98 в системах Ресслера
(14) с вышеуказанными значениями управляю�
щих параметров возникновение/разрушение фа�
зовой синхронизации происходит через появле�
ние/потерю фазовой когерентности хаотического
аттрактора. Во взаимно связанных системах Рес�
слера, как показывают проведенные расчеты, на
протяжении всего диапазона изменения парамет�
ра ω1, приведенного на рис. 8, такой сценарий воз�
никновения фазовой синхронизации не наблюда�
ется. Различия в сценариях, а следовательно, и в

механизмах возникновения синхронных режимов
в системах с однонаправленным и взаимным ти�
пами связи приводят к изменению характера зави�
симости границы установления синхронного ре�
жима.

Таким образом, для режима фазовой синхро�
низации соотношение (13) примерно выполняет�
ся также в ограниченной области частотной рас�
стройки. В области относительно больших значе�
ний расстройки собственных частот для всех
рассмотренных типов синхронного поведения со�
отношение (13) нарушается.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе исследован вопрос о влиянии степени
симметричности связи на установление режимов
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Рис. 7. Границы обобщенной синхронизации двух
связанных систем Ресслера (14) на плоскости пара�
метров (ω1, σ) при увеличении параметра α от 0 (кри�
вая 1) до 1 (кривая 2) с шагом 0.2 (а). Зависимость по�
рога обобщенной синхронизации от параметра α для
случаев относительно большой (ω1 = 0.99, кривая 1) и
относительно слабой (ω1 = 0.93,кривая 2) расстройки
собственных частот (б).
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Рис. 8. Границы фазовой синхронизации двух связан�
ных систем Ресслера (14) на плоскости параметров
(ω1, σ) при увеличении параметра α от 0 (кривая 1) до
1 (кривая 2) с шагом 0.2 (а). Зависимость порога фазо�
вой синхронизации от параметра α для случаев отно�
сительно большой (ω1 = 0.99, кривая 1) и относитель�
но слабой (ω1 = 0.93, кривая 2) расстройки собствен�
ных частот (б).
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полной синхронизации, синхронизации с запаз�
дыванием, фазовой и обобщенной синхрониза�
ций. Получена аналитическая зависимость порога
возникновения полной синхронизации от коэф�
фициента симметричности связи. В частности,
показано, что в двух однонаправлено и взаимно
связанных системах пороги ее возникновения на�
ходятся в соотношении 2 : 1. Показано, что для
других типов синхронного поведения (синхрони�
зации с запаздыванием, фазовой синхронизации)
такой четкой закономерности не наблюдается, а
подобное соотношение примерно выполняется
только в области относительно слабых значений
расстройки собственных частот взаимодействую�
щих систем. В то же время в области больших зна�
чений частотной расстройки соотношение вели�
чин параметра связи, соответствующих установ�
лению синхронного режима в однонаправлено и
взаимно связанных системах, является значитель�
но выше.

Между тем независимо от величины расстрой�
ки между системами для режимов синхронизации
с запаздыванием, полной и фазовой синхрониза�
ции порог возникновения синхронного режима
снижается при росте параметра симметричности
связи. Аналогичное поведение наблюдается для
обобщенной синхронизации в области относи�
тельно слабых значений расстройки собственных
частот. В области больших значений частотной
расстройки порог возникновения обобщенной
синхронизации слабо зависит от коэффициента
взаимности связи.

Работа выполнена при финансовой поддержке
федеральной целевой программы “Научные и на�
учно�педагогические кадры инновационной Рос�
сии на 2009–2013 гг.” Фонда некоммерческих про�
грамм “Династия” и Международного центра
фундаментальной физики (г. Москва).
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